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Feuille n°4 : Variable Complexe

Exercice 1 : 4 4
0z —inz
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On pose f (z) = et (z) = —
pose f (2) 2241 #(2) sinz
fp sur le cercle C,, introduit en cours. Les résidus de cette fonction sont :

, et on applique le théoreme des résidus a la fonction

resfo(k) = f(k) keZ

) e
TGSfQO (Z) = m
0
. e
resfo(—i) = =

Lorsque l'intégrale sur le cercle tend vers 0 lorsque n tend vers oo, on obtient

—+oco

Z cos(nd) 1 N mch (0 — )

n24+1 2 2shm

n=1

En étudiant 'intégrale sur C),, on montre que les deuxiemes lemmes de Jordan s’appliquent si
0<6<2m.

Exercice 2 :

1)

COS 2 1 =z

sin z z 3

f(2)

2) En posant g(z) =

, on montre que

resg(u) = f(u)
resg(km) =

km —u
et donc

() =3 g + f)
k=1

De la méme fagon, on obtient I,,(0) = 0 (ce qui correspond d’ailleurs a ce qu’on obtient en faisant
un passage a la limite dans 'expression précédente). En admettant que |f(2)| < M, Vz € C,, on a
en posant z = r,e = (n + %) met?
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et donc lim J,(u) = 0, d’ou le résultat recherché :

n—oo



3) On sait que

0 (z) dz
donc
0'(z) 1 = 2z
702) = Z i 7 eot (72)
k=1

0'(z) _ ¥'(2)
3-) — =) Pour tout

Si deux fonctions 6 et ¢ sont holomorphes sur un domaine €2 vérifiant
z € C tel que 0 (z) # 0 et ¢(z) # 0, alors

{e(z)]’:w—%’_ﬁ {9_'_2/} =0

€ S
0(2) o
Donc o(2) est une constante c’est-a-dire 6(z) = ci(z). On remarque alors qu’avec 1(z) =
z
sin (7z), on a
¥'(2)
= mcot (mz
oz )
et donc
V(z) _ 0'(2)
v(z)  0(2)
En utilisant le résultat précédent, on obtient

¥(z) = sin (72 _czH<1——)

Pour déterminer la constante ¢, il suffit d’écrire le résultat précédent sous la forme
. oo

sin(7z) ¢ H ) 2
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n=1

et de faire un passage a la limite z — 0, ce qui donne :
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